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1. EINLEITUNG 
Ziel dieser Arbeit ist die Losung des im folgenden beschriebenen Problems 
von L. Fuchs [3; S. 184, Problem 78b]. 1st Z’ die Baer-Specker-Gruppe, 
d.h. die abelsche Gruppe aller Folgen ganzer Zahlen mit der koor- 
dinatenweise definierten Addition, so wahlt man Elemente e, E Z” mittels 
des Kroneckersymbols di, durch e,(i) = di, fur i, n E N. Nach J. Los heil3t 
dann eine Gruppe G schlunk, wenn jeder Homomorphismus EN -+ G alle 
Elemente e, bis auf evt. endlich viele Ausnahmen auf 0 abbildet; vgl. L. 
Fuchs [3; S. 158f.l. 
1st nun X eine beliebige Klasse abelscher Gruppen, so gibt es in der 
Kategorie der abelschen Gruppen stets eine kleinste X umfassende Grup- 
penklasse 3, die unter der Bildung von isomorphen Kopien, direkten 
Summen, abelschen Erweiterungen (von f-Gruppen durch f-Gruppen) und 
Untergruppen abgeschlossen ist; vgl. D. J. S. Robinson [ 10; S. 4f.l. Fiir die 
Klasse 9 der schlanken Gruppen gilt insbesondere, dal3 Y = 9 selbst 
“abgeschlossen” ist. Vgl. hierzu L. Fuchs [3; S. 159(a), S. 160, Theorem 94.3 
und S. 162, Exercise 21. Daher erhebt sich die Frage nach einem miiglichst 
“kleinen Erzeugendensystem” 6 von 9 mit @ = 9. L. Fuchs [3; S. 1841 
stellte die Frage, ob fur @ eine Menge von Gruppen gewlhlt werden kann. 
Eine Charakterisierung schlanker Gruppen von R. J. Nunke [9] besagt 
gerade, da13 9 eine “sehr grokle” Klasse ist, oder explizit: X E 9 u Q $X, 
Z, $ X, Jp $ X, H’ $ X fiir alle Primzahlen p # 1. Daher wiirde eine positive 
Losung der Frage von Fuchs bedeuten, dal3 sich diese sehr grolje Klasse Y 
aus “einfachen Bausteinen” zusammensetzen Mt. Diese Vorstellung sollte 
schon die negative Liisung der Fuchs’schen Frage nahelegen. Wir werden 
noch schgrfer den folgenden Satz (5.5) beweisen: 
* Diese Arbeit entstand im Rahmen eines Forschungsprojektes “fiberabzihlbare abelsche 
Gruppen” mit tinanzieller Unterstiitzung durch das Ministerium fiir Wissenschaft und 
Forschung des Landes Nordrhein-Westfalen. 
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Ist 9.J eine Menge schlanker abelscher Gruppen, so gibt es eine separable 
und schlanke Gruppe’ W = W(W), die nicht in @ liegt. Eine Gruppe G heiI3t 
separabel im Sinne von P. A. Griffith [8; S. 1021, wenn jede endliche 
Teilmenge von G in einem freien direkten Summanden von G enthalten ist. 
Wir werden die gesuchten Gruppen als reine Untergruppen von Produkten Z’ 
konstruieren, was die Separabilitiit impliziert; vgl. P. A. Griffith [8, S. 102, 
Theorem 1401. 
Dem Beweis obigen Satzes liegen folgende Ideen zu grunde. 1st YJI eine 
Menge von Gruppen, so gibt es eine Kardinalzahl K mit IMI < K fiir alle 
ME !JJI. Wir konstruieren die in dem Satz genannte Gruppe W als reine 
Untergruppe von Z’ mit lZl= K, die den Bedingungen W cf ‘!@I und Z’ $ 
W c Z’ geniigt. Die zweite Bedingung impliziert dann die Schlankheit von 
W. Beide Bedingungen werden dadurch gewlhrleistet, da0 wir fiir W nur 
gewisse Elemente aus Z’ mit abzlhlbaren TrHgern und “hochstens linearen 
Anstieg” bzgl. einer zu vereinbarenden Anordnung auf den Tragern zulassen. 
Urn die erste Bedingung zu beweisen, benutzen wir die folgende 
DEFINITION 1.1. Sind X und G abelsche Gruppen, so heiBe X G- 
resistent, wenn es zu jedem Homomorphismus p: G + X eine zu G isomorphe 
Untergruppe in ker(p) gibt. Mit 9G bezeichnen wir die Klasse aller G- 
resistenten abelschen Gruppen. 
Offensichtlich ist 9’G stets unter der Bildung von Untergruppen und 
Erweiterungen abgeschlossen, vgl. (4.1). Insbesondere ist dann S;g, such 
unter der Bildung endlicher direkter Summen abgeschlossen. Man kann nun 
W L Z’ mit WE 9 so wiihlen, da13 insbesondere 9 f-~ L-Pa, alle schlanken 
Gruppen der Mlchtigkeit < 111 enthiilt und sogar unter der Bildung beliebiger 
direkter Summen abgeschlossen ist; vgl. (4.5) und (4.7). Nach Wahl von Z 
gilt dann fur die anfangs genannte Menge SJI, da13 9JI E 9 n 9’a, und somit 
@ s 9 n 9, = 9 n SW. Da jedoch wegen (1.1) trivialerweise W 6?? S,, 
folgt aus WE 9, dal3 9 # m. 
Schlieljlich wollen wir noch auf ein der Fuchs’schen Frage entsprechendes 
ungeliistes Problem hinweisen. 
Die Klasse der schlanken Gruppen la& sich in nattirlicher Weise zur 
Klasse ZI der vollschlanken Gruppen erweitern; vgl. R. Giibel [5]. 23 ist mit 
der Klasse der cotorsionsfreien Gruppen identisch (vgl. $4) und es gilt: 
X E ZI o Q $ X, 2, $X, J, $X fur alle Primzahlen p # 1. Diese Klasse %l 
erweist sich als auBerordentlich niitzlich; vgl. $4 oder [5] oder R. Giibel und 
B. Wald [7; S. 210, Folgerung 4.2, S. 213, Satz 4.61. Sie ist unter der Bildung 
von Erweiterungen, Untergruppen und kartesischen Produkten abgeschlossen. 
’ W sol1 dann an die Wachstumstypen von E. Specker [ 1 I] erinnern. Die Konstruktion von 
w kann man als Ausdehnung der Specker’schen Wachstumstypen von R\1 auf beliebige Index- 
mengen interpretieren. 
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Sei daher 2 die kleinste X enthaltene Gruppenklasse mit diesen drei 
AbschluBeigenschaften. 
VERMUTUNG. Es gibt keine Menge Q von Gruppen mit ‘3 = &. 
Fiir nicht erklarte Bezeichnungen und Begriffe sei auf L. Fuchs [2,3] 
verwiesen. 
2. KONSTRUKTION VERALLGEMEINERTER INDIZES 
In diesem Paragraphen bilden wir zu einer beliebigen, unendlichen Menge 
I ein maximales Teilmengensystem D(I) mit /[D(I)] = ]llN”, dessen Elemente 
abzahlbar und paarweise fast-disjunkt sind und mit einer zu IN isomorphen 
Ordnung versehen werden. Beginnend mit den Elementen aus ID(I) 
konstruieren wir induktiv Folgen von Folgen. Aus der so entstehenden 
Menge J der “verallgemeinerten I dizes” konstruieren wir insbesondere die 
Trliger der zu definierenden Elemente aus W von Z’. Dazu benijtigen wir 
zunlchst das 
LEMMA 2.1. Ist Z eine unendliche Menge, so gibt es eine Zerlegung I = 
WiEIIi mit 
(a) ]l]=]li]firalle iEZ. 
Ist I = t.JislZi eine Zerlegung von Z gem@ (a), so existiert ein 
Teilmengensystem D von I mit folgenden Eigenschafien. 
(b) JX] = K,, fir alle XE ID. 
(c) ZuxEIgibteseinXEDmitxEX. 
(d) ID ist fast-disjunkt, d.h. aus [Xn YI = NO fCr X, YE ID folgt 
x= Y. 
(e) FCr jede unendliche Teilmenge A von I gibt es ein XE D mit 
jXnA(=&. 
(f) ZSt [Di= {XE ID; X~li}, SO gilt IlDil >III fir ulle iEZ. 
Beweis. Da (I] a&,, folgt (IxZI = ]1] und somit die Existenz der 
Zerlegung I = CJisl Ii mit (a). Entsprechend gewinnt man aus ]li x N ] = JZil 
fur alle i E I ein Mengensystem ID; mit (Q ] = )I] bestehend aus abziihlbar 
unendlichen, paarweise disjunkten Teilmengen, die Ii iiberdecken. Sei F die 
Familie aller (Jis, D{ enthaltenden Teilmengeniysteme von 1, deren Elemente 
die MIchtigkeit &, haben und paarweise fast-disjunkt sind. Dann ist 
uip, Dj E F nach Konstruktion der lOi, und F ist induktiv. Folglich gibt es 
nach dem Lemma von Zorn ein maximales Element D in I;. Trivialerweise 
erfiillt ID die Bedingungen (b), (c), (d), und (f). Bedingung (e) ist eine Folge 
der Maximalitiit von ID. 
Wegen (2.1)(b) existiert zu jedem X E D eine Bijektion von N auf X. Wir 
treffen nun die folgende 
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VEREINBARUNG 2.2. Fur jede unendliche Menge I sei gemay (2.1) eine 
Zerlegung I = o,,, Ii sowie ein zugehliriges Teilmengensystem D(I) fest 
gewiihlt. Wir benutzen die Abkzi’rzung iD fir D(I), sofern Zweideutigkeiten 
ausgeschlossen sind. Wenn X E D, so sei ayPerdem eine Bijektion X+ : N --f X 
fest vorgeschrieben. 
Mit Hilfe der dadurch induzierten Ordnungsstruktur erhalten wir induktiv 
die 
DEFINITION 2.3. Die verallgemeinerten I dizes. 
(0) J,(i) = (i} fur alle i E I und Jo = I. 
J,(X) = )( J,-l(X’(n)) fur alle X E Ici 
(4 
nrRJ 
J,(j)= u J,GO J,,, = U J,(X) fur alle j E I. 
XEDj XE II) 
Die Elemente von J = U,,, J,,, heil3en verallgemeinerte Indizes und sind von 
der Stufe n, falls sie zu J, gehiiren. 
Insbesondere sind also Elemente der Stufe 0 “gewiihnliche Indizes,” und es 
ist Jl(X) = IX’}, J, = {X+; X E D} und J1(i) = {X+; X E iDi}. Ferner bilden 
wir den TrHger eines verallgemeinerten Indexes als alle an seiner 
Konstruktion beteiligten Elemente aus I, ,d.h. 
DEFINITION 2.4. Falls M E J, so sei der Trlger I@ c Z induktiv definiert 
(a) ii? = M, falls M von der Stufe 0 ist. 
(b) @ = l-l,,, M(n) falls M von der Stufe m # 0 ist. 
Insbesondere ist also F= X fur die Elemente aus ID. Die im folgenden 
hergeleiteten Rechenregeln fiir verallgemeinerte Indizes werden in $4 und 5 
benotigt. Dazu sei an die Zerlegung 2 = l.Jjc, Zj erinnert und ktinftig p: I -+ I 
definiert durch p(i) = j falls i E Ij. Durch Hintereinanderausfiihrung von 
Abbildungen und p” = id sind induktiv p”: I+ Z fur alle n > 0 detiniert. 
Damit gelten die 
RECHENREGELN 2.5. fur verallgemeinerte Indizes. Falls i, j E I und 
m, n E N, so gilt 
(a) Aus ME J,(i) und j E fi folgt p”(j) = i. 
(b) Falls XE iD, ME J,(X) fiir m # 0 und j E M(n), so gilt 
p”-‘(j) =X+(n). 
(c) Falls ME J,(i) und M’ E J,(j) mit i fj, so ist ?i? n M’ = 0. 
(d) Fur ME s\I gilt stets fi = WnsN M(n). 
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Beweis. (a) Vollstiindige Induktion nach m. Wenn m = 0, ist M = I%? = 
{i}, also j = i und p”(j) = i. 
Sei daher (a) fiir alle Stufen <m # 0 bewiesen und M EJ,,,(i). Nach 
Definition von J,(i) gibt es ein XE Di, so da13 ME J,(X). Wegen m # 0, 
der Voraussetzung j E li?, (2.4)(b) und (2.3)(m) gilt j E a = u,, DJ M(n) mit 
M(n) E J,,-i(X’(n)). Also gibt es ein n E N mit jE M(n) und nach 
Induktionsvoraussetzung folgt p”-‘(j) =X’(n). Da XE Di, ist X’(n) E 
X c Ii, also p(X’(n)) = i und p”(j) = i. 
(b) Da j E M(n) und M(n) EJ,,-,(X+(n)), folgt aus (a), da0 
p”-‘(j) =x+(n). 
(c) Falls k E nn M’, so folgt aus (a), da13 i =p”(k) =j und daher ist 
(c) bewiesen. 
(d) Wenn ME J,, so folgt aus der Bijektivitat von X+ und (b), darj 
die Vereinigung ti = U nsN M(n) eine Zerlegung CJncN M(n) ist. 
Zum Nachweis der Schlankheit der zu konstruierenden Gruppe W(1) 
beniitigen wir noch die folgende Eigenschaft von ID: 
LEMMA 2.6. Ist X eine unendliche Teilmenge von I, so gibt es eine Folge 
PAEN in ID und eine injektive Abbildung r: N +X derart, d@ 
p”(r(n)) E D, fir alle n 2 m. 
Beweis. Wir konstruieren induktiv Mengen D, E ID und Y,, c X derart, 
darj p”( Y,) 5 D,, Y,, c Y,- , und ( Y, 1 = &, fur alle n E N. Die Konstruktion 
beginne mit Y-, =X und seien Di und Yi fur i < n gewahlt. Falls p”(Y,-,) 
unendlich ist, gibt es wegen Eigenschaft (2.1)(e) von D ein D, E D mit 
Ipfl(Y,-,)nD,I=&. 1st p”(Y,-,) endlich, so gibt es wegen IY,-l/=Ko 
ein iep”(Ynel) mit )Y,-,np-“(i)l=&,. Wegen (2.1)(c) gibt es ein 
D, E ID mit i E D,. In beiden Fallen wlhlen wir Y, = Y,-, np-“(D,). 
Daher gilt stets 1 Y,/ = &,, Y, G Y,-, und p”(Y,) =p”[Y,-, np-“(D,)] c 
D,. Wir definieren schliel3lich r: N +X induktiv durch r(n) E Y,,\{r(O),..., 
r(n- I)}. Da lY,l =K,,, ist dies moglich und weil p”(Y,) E D, und Y, c Y,,, 
fur alle n > m, folgt (2.6). 
3. KONSTRUKTION SEPARABLER GRUPPEN W(1) 
Sei Z’ die abelsche Gruppe aller Abbildungen f: I-+ Z mit der 
koordinatenweise definierten Addition. Hierfiir gilt der 
HILFSSATZ 3.1. Sei T eine Teilmenge von Z’ mit der Eigenschaft 
(*) {t E T: t(i) # 0) ist endlich fir alle i E I. 
481/71/l-I5 
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Dam ist CleT t durch (CIET t)(i) = Clc7. t(i) fiir ale i E I wohldeflniert und 
c lsTtE Z’. 
Hilfssatz 3.1 ist eine unmittelbare Folge von (*). Wir benutzen jetzt (3.1) 
zur Konstruktion gewisser charakteristischer und linearer Funktionen auf I. 
Dazu sei M E J ein verallgemeinerter Index von I gemal (2.3). 1st M von O- 
ter Stufe, also M = {j} fiir ein j E Z, so sei eM = (d,,),,, durch das Kronecker- 
symbol definiert. 1st M von hijherer Stufe, so definieren wir induktiv eM = 
c PIED\1 eM(n) * 
Wegen (2.5)(d) ist (3.1)(*) erfiillt, und die “unendliche” Summe ist nach 
(3.1) sinnvoll. Aus der Definition (2.4) des Triigers fi von M folgt, da13 eM 
die charakteristische Funktion von @ ist, d.h. es gilt 
e,(i) = 
I 
falls i E M 
falls i E I\&?. 
1st also $= {i E I: f(i) # 0}, wie iiblich, der Triiger der FunktionfE Z’, so 
gilt G= li;i. Ferner sei daran erinnert, dalJ im Z-Modul Z* das Produkt von 
ganzen Zahlen mit Elementen aus Z’ detiniert ist. Entsprechend wahlen wir 
nun die 
DEFINITION 3.2. Fiir den verallgemeinerten I dex M einer Stufe #O sei 
die Untergruppe W,(l) = {CnsNx,e,,,(n): x, E Z und 3k E Z, Vn E N: 
Ix,,l<k+n) von Z’. 
Wie man leicht sieht, ist die so definierte Menge W,(Z) eine reine 
Untergruppe von Z’. Sei schlieglich. 
DEFINITION 3.3. W(1) = ,7&* W,(1) gemal (3.2) das Erzeugnis der 
reinen Untergruppen W, fur ME a. 
Dann ist such W(I) eine reine Untergruppe von Z’ und nach P. A. Griffith 
[8; S. 102, Theorem 1401 eine separable Gruppe. Gegebenenfalls chreiben 
wir kiirzer W, und W fur W,(I) und W(I). 
4. IT-RESISTENTE GRUPPEN 
Aus der Definition (1.1) folgt das 
LEMMA 4.1. Sei G eine abelsche Gruppe. Dann gilt: 
(a) G ist genau dam G-resister% wenn G = 0. 
(b) Untergruppen G-resistenter Gruppen sind G-resistent. 
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(c) Erweiterungen G-resistenter Gruppen durch G-resistente Gruppen 
sind G-resistent. 
(d) Direkte Summen endlich vieler G-resistenter Gruppen sind G- 
resistent. 
Beweis. Fiir (a) wiihle man die identische Abbildung, (b) ist trivial und 
(d) folgt induktiv aus (c). 1st u: G + X ein Homomorphismus und Us X 
wobei U und X/U G-resistent sind, so betrachte a: G +* X+4 X/U wobei /I 
kanonisch ist. Da X/U E 9G, gibt es Y c Ker(a) mit G g Y. Da a(Y) = 0, 
folgt CJ( Y) c U und wegen U E 5YG, da13 G & ker(o), womit such (c) 
bewiesen ist. 
Fur die folgenden Siitze benijtigen wir die 
DEFINITION 4.2 (R. Giibel und B. Wald [7]). Eine Gruppe G heiBt cotor- 
sionsfrei, wenn G keine von 0 verschiedene Cotorsionsgruppe als 
Untergruppe nthah. 
Eine Gruppe G ist genau dann cotorsionsfrei, wenn sie reduziert und 
torsionsfrei st und wenn es keinen Monomorphismus JP + G der ganzen p- 
adischen Zahlen J, gibt; vgl. R. Gijbel und B. Wald [7; S. 210, 
Folgerung 4.21. Schlanke Gruppen sind also cotorsionsfrei, jedoch ist Z” 
cotorsionsfrei und nicht schlank. 
SATZ 4.3. Ist I eine unendliche Menge und v, ein Homomorphismus der 
Gruppe W(I) in eine cotorsionsfreie Gruppe G, der alle ei E W(I) fur i E I 
auf 0 abbildet, so ist q = 0. 
Beweis. Urn vollstlndige Induktion anwenden zu konnen, beweisen wir 
zunachst 
1st ME s\Z ein verallgemeinerter Index und 
(+I 
1 
q(eMcn,) = 0 fur alle n E N, so ist p( W,) = 0 
und insbesondere q(eM) = 0. 
Es sei L die Menge aller Abbildungen x: N + E so, da8 es ein k E N gibt mit 
Ix(n)1 < k . n fur alle n E N. Die Menge L dieser “linearen” Funktionen ist 
eine Untergruppe der Baer-Specker-Gruppe Z”. Sie ist monoton im Sinne 
von L. Fuchs [4] und es ist e, E L fiir alle n E N. Ferner kann die 
Korrespondenz e, + eM(,,) zu einem natiirlichen Isomorphismus 0: L + W, 
(2 neN 44 6 --) CneN 44 eM,,J von L auf W,,, fortgesetzt werden. 1st nun v, 
der nach (+) gegebene Homomorphismus, so ist (p o @: L + G und 
(u, 0 We,) = vh,,, ) = 0 fur alle n E (N. Folglich wird S = OnEN c L 
unter cp 0 @J auf 0 abgebildet, und daher ist (a, o Q)(L) ein epimorphes Bild 
von L/S. Nach einem Resultat aus R. G&e1 und B. Wald [7; S. 211, 
Satz 4.31 ist L/S algebraisch kompakt und somit (cp o @p)(L) epimorphes Bild 
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einer algebraisch kompakten Gruppe. Also ist (q o @p)(L) eine Cotor- 
sionsgruppe; vgl. L, Fuchs [2; S. 234, Proposition 54.11. Da (u, o Q)(L) s G 
und G cotorsionsfrei st, folgt (9 o Q)(L) = 0. Aus der Bijektivitiit von @ 
erhalten wir schlierjlich q$ W,) = 0 und (+) ist bewiesen. 
Durch vollstiindige Induktion nach der Stufe der verallgemeinerten I dizes 
folgt mit (t) aus q(eJ = 0 fur alle i E I, dal3 cp(e,) = 0 und q( W,) = 0 fur 
alle ME J. Da nach (3.3) W= CMeJ,, WM, folgt rp = 0 und (4.3) ist 
bewiesen. 
Der folgende Satz ist der Schliissel zur Losung des gestellten Problems. 
SATZ 4.4. Zst Z eine unendliche Menge, so sind cotorsionsfreie Gruppen 
der Mlichtigkeit < II) stets W(Z)-resistent. 
Mit obigen Bemerkungen gilt insbesondere das 
KOROLLAR 4.5. Zst -i”, die Klasse aller schlanken Gruppen der 
Mdchtigkeit < K, so gilt Sq,, c L%~(,, ftir jede unendliche Menge I. 
Beweis (4.4). Sei q: W --) G ein Homomorphismus und G eine cotor- 
sionsfreie Gruppe der Mlchtigkeit < IZI. Nach (2.1)(f) ist dann IG] < IZI < 
) lDil fur alle i E I. 1st ME J und eM die in $3 definierte charakteristische 
Funktion aus Z’, so ist die Abbildung [Di + W(M+ e,) injektiv. Da ] GI < 
/ID,], gibt es verschiedene Indizes Mi, Ni E [Di mit q(e,,> = rp(e,i> fur alle 
i E I. Folglich ist 0 #fi = eM1 - eNi E ker(q) fiir alle i E I. Wegen (2.5)(c) gilt 
fur die Triiger x f$ = 0 fur i # j. Nach (3.1) ist daher Cis, x(i)fi fur alle 
Funktionen x: I--+ Z ein wohldefiniertes Element aus h’. Insbesondere ist 
durch 
@: W+ Z* 
( 
X-+ 1 X(i) fi 
ieI 1 
ein Monomorphismus von W nach Z’ gegeben. Wir zeigen jetzt @(IV) Cr W. 
Dazu beschreiben wir nun @ durch “Indextransformationen” ,u, v: .Z -+ J, die 
induktiv nach den Stufen der Indizes definiert werden: 
1st K = {i} ein Index der Stufe 0, so sei ,u(K) = M$ und v(K) = Nz fur alle 
i E I. 1st K ein Index der Stufe m # 0, so sei ,u(K)(n) =,u(K(n)) bzw. 
v(K)(n) = v(K(n)) fiir alle n E N. Wir wollen nun zeigen, da13 ,u(K) [und 
entsprechend v(K)] ein Index der Stufe m + 1 ist. Da K E .Z,,,, existiert ein 
XE D mit K E J,(X). Es sei zunachst m = 1. Fur n E R\l ist dann K(n) = 
X’(n) und somit y(K)(n) = ,u(K(n)) = M&) = Mi+(,, E J1(X’(n)). Folglich 
ist ,u(K) ein Element von Z*(X). Falls nun m > 1 und n E N, folgt aus K(n) E 
Jmel(X+(n)), da13 K(~)EJ,-,(D) fur ein DE Dx+(n). Somit gilt nach 
Induktion p(K)(n) =,u(K(n)) E J,,,(D) E J,,,(X+(n)). Also ist p(K) stets ein 
Element aus J, + 1(X) s J, + I. 
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Nach Wahl von @ folgt damit induktiv fur ME J, daI3 
= z e,(i) eMi - x e,(i) e,, = euCM) - e”(~). 
isl ieI 
Sei nun x E W und o.E. x E W, fiir ein ME 41. Damit ist x = xnpN x,eMcn) 
mit x, E B und k E N derart, daI3 Ix,] < k . n fur alle n E R\J. Folglich ist 
G(X) = cry x x,eMcn) = v x,erc(M(n)) - Z %&w(~H- 
( nen\l 1 2 nsN 
Der erste Summand gehort zu W,CMj und der zweite zu WUCMj. Da p(M), 
v(M) E J, gehort die Summe Q(x) wieder zu W, womit @(I%‘) c W gezeigt 
ist. 
Da @(ei) =A E Ker(rp) fiir alle i E I nach Wahl der fi und Konstruktion 
von @, folgt (u, o @)(ei) = 0 fur alle i E I. Anwendung von (4.3) zeigt daher 
a, o @ = 0, was @(I+‘) E Ker(rp) impliziert. Da @ ein Monomorphismus ist, 
folgt, da13 G eine W-resistente Gruppe ist. 
Der folgende Satz 4.6 ist eine Variante eines Resultates von S. U. Chase 
[ 11. Im Beweis wurde eine schiine auf E. Sasiada zurtickgehende Idee 
aufgenommen; vgl. L. Fuchs [3; S. 160, Beweis von Proposition 94.21. 
SATZ 4.6. Sei I eine unendliche und K eine beliebige Menge. Ferner sei 
G, fir k E K eine cotorsionsfreie Gruppe und q ein Homomorphismus von 
W(I) in die direkte Summe Okcg G,. Dann gibt es eine endliche Teilmenge E 
von K mit cp( W) E OkcE G,. 
Beweis. Wenn X s K, schreiben wir hier statt OksX G, kiirzer Ox G,. 
Fur j E K sei 7rj die kanonische Projektion von 0, G, auf Gj. Wir zeigen 
zunachst indirekt: 
(*) I 
Es gibt eine endliche Teilmenge E von K mit 
cp(e,) E BE G, fur alle i E I. 
Andernfalls gibt es zu jeder endlichen Teilmenge E von K ein i E I mit 
q$eJ & BE G,. Da jedes Element von Ox G, in einer endlichen Teilsumme 
liegt, gibt es eine aufsteigende Kette E, = 0, E, $ E, + 1 endlicher Teilmengen 
von K und eine Folge {i,} in I fur alle n E R\J mit rp(e,,) E GE,+, GL\aE, G,. 
Wegen der Eigenschaft (2.1)(e) von ID gibt es ein DE ID mit I{i,: 
n E N } n D ] = &. Also kann induktiv eine streng monotone Funktion 
r: N + R\l und eine unbeschrlnkte monotone Folge {g,} in N mit folgenden 
Eigenschaften gewiihlt werden: 
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Fur n E R\1 gilt: 
0) ircn) E D. 
(ii) Wenn irCnj = D’(t) fiir t E N, dann sei qn! < t. 
(iii) qn!(xk 0 (P)(e+J 6$ qn+ 1! G, fur alle k E E,(,,+ 1j. 
Wir betrachten nun das Element x = CneN q,! eirCn, E Z’ und behaupten: 
XE w. 
Wegen (i) gibt es zu jedem n E N genau ein t, E R\J, sodal irtn) = D’(t,). 
Da nun nach (ii) q,! < t,, folgt x = CneN qn! e,,,,“, E W,, c W. Also liegt 
o(x) in OK G,. Folglich gibt es eine endliche Teilmenge E von K mit (p(x) E 
OE G, und E,(,,, s E. Es sei nun NE N minimal mit ErCN+ ,,\E # 0. [N 
existiert, da lEnI + co], und k E ErCN+l,\E. Dann ist (q 0 o)(x) = 0 und 
(q 0 cp)(e,,(,,) =0 fur n < N. Aus 
N-l 
x = 2 qn!(eir(n)) + qN! ’ ei,(v + f? qn! er(n) 
n=o n=N+ 1 
folgt daher o = qN!(% ’ q)tei,,,> + (% ’ (P)(C?=N+ 1 qn! erd’ Da 
h 0 v)(C?=N+lq,! erfnJ E qN+ ,! Gk, fokt qN! dei,,,) E qNt 1! G, was (iii> 
widerspricht. Also ist (*) bewiesen. 1st E gemaD (*) gewahlt und r: OK G, + 
eqE G, kanonisch, so folgt aus (*), da13 (r o q)(ei) = 0 fur alle i E 1. Aus 
Satz 4.3 folgt daher t o q = 0 und somit q(W) E C& G, und (4.6) ist 
bewiesen. Als Verschirfung von (4.1)(d) erhalten wir: 
FOLGERUNG 4.7. Direkte Summen cotorsionsfreier W(Z)-resistenter 
Gruppen sind W(Z)-resistent fur alle unendlichen Mengen I. 
Beweis. Sei o: W+ OK G, und G, cotorsionsfrei fur alle k E K. Aus 
(4.6) folgt o(W) s CiJE G, fiir eine endliche Teimenge E von K. Wegen 
(4.1)(d) ist GE G, eine W-resistente Gruppe und daher WS ker(cp). Also 
folgt (4.7). 
FOLGERUNG 4.8. Zst 9.I eine Klasse cotorsionsfreier Gruppen, Z eine 
unendliche Menge mit 1 G 1 < III fur alle G E 9JI und %’ der AbschZuJ gem@ 
Q 1, dann sind die Gruppen aus @ stets W(Z)-resistent und deshalb We m. 
Beweis. 1st G E W, so ist 1 GI < III und G cotorsionsfrei. Nach (4.4) ist 
G W-resistent. Also gilt 9JI c 9w und aus (4.7) und (4.1) folgt jfi E 9,. 
Ware WE $I, so ist WE 9, und daher W = 0 nach (4.1)(a). Letzteres ist 
jedoch falsch. 
5. DIE SCHLANKHEIT DER GRUPPEN W= W(Z) 
1st W= W(Z) gemlf3 93 definiert, so bilden wir P = {f E Z': 3w E W, 
Vi E I: (f (i)l < 1 w(i)]}. W ir werden die Schlankheit von w* zeigen, woraus 
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die von W wegen der Untergruppenvererblichkeit unmittelbar folgt. Da JP, 
2, und Q aus elementaren Griinden keine Untergruppen von w* sind, 
reduziert sich das Schlankheitskriterium von R. J. Nunke [9] auf den 
Nachweis, daD Z” nicht in w* eingebettet werden kann. Dieser Nachweis 
kann durch ein Resultat (5.3) von B. Wald [12; S. 432, Theorem] verein- 
facht werden. Der Satz 5.3 konnte schon in R. Gobel und R. Prelle [6; 
S. 425, Lemma 3.11 entsprechend ausgenutzt werden. Der Vorteil von (5.3) 
besteht darin, dal3 man z.B. quadratische Folgen aus Z” unter den Test- 
monomorphismen i W wiederfinden kann und rein numerisch etwa gegen 
lineare Funktionen abschatzen kann, was hier ausgefuhrt werden ~011. 
Dazu bendtigen wir noch die 
DEFINITION 5.1. Eine Untergruppe U von Z’ heil3e minorantenab- 
geschlossen, wenn aus a E Z’, b E U and la(i)] < /b(i)] fur alle i E I such 
a E u folgt. 
DEFINITION 5.2. 1st T: N -+ I eine injektive Abbildung, dann sei 
r*: ZR“ -+ Z’ durch r*(x) = CneNx(n)e,(,,) fur alle x E Z” definiert. Die 
Abbildung r* ist eine Einbettung und heilje Streckungsmonomorphismus. 
Damit gilt der 
SATZ 5.3 (B. Wald [ 121). Eine minorantenabgeschlossene Untergruppe U 
von Z’ ist genau dann schlank, wenn es keinen Stretikungsmonomorphismus 
r*: Z!‘+ Z’ mit r*(Z”) c U gibt. 
Zweites Hilfsmittel in diesem Abschnitt ist das 
LEMMA 5.4. Sei X eine unendliche Teilmenge von I. Dann existiert 
x E Z’\w mit Triiger 2 G X und 1.f I= NO. 
Beweis. Zuniichst definieren wir zu jedem MES\I ein Element Q, von 
W durch a,+, = CneN ne,,,, . Damit liegt eine Funktion x: I+ Z genau dann 
in w*, wenn es endlich viele Indizes M, ,..., Mk E J\I und ein q E R\l gibt, 
sodal fur alle i E I 
Nach (2.6) gibt es eine Folge {D,} in [D und eine injektive Abbildung r von 
R\l nach X mit p”(r(n)) E D, fur alle n > m. Die gesuchte Funktion x: I+ Z 
konstruieren wir mittels einer Funktion y: n\l+ N mit der Eigenschaft: 
(*I 
Fur alle M E J\1 existiert eine Zahl NE R\i, sodaB 
v(n) 2 %4(m) fiir alle n E N mit n > A? 
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[Die Abbildung y schiitzt also w* auf r(lN) nach oben ab.] Sei also n 2 m 
und daher p”(r(n)) ED, nach (2.6). Also gibt es eine eindeutig bestimmte 
Zahl k,,, E N mit p’“(r(n)) = Di(k,,,). Wir wiihlen y(n) = maxl=,{n, k,,,} 
und behaupten (*). 
Sei daher ME 41. Nach (2.5)(d) gilt &8= CJ,,, M(t) und a,(r(n)) = t, 
wenn r(n) E M(t). 
Fall 1. r(iN) nM(t) = 0 fur fast alle t E N. Also existiert N = 
max{t E N; r(N) n M(t) # 0}, und uM ist auf r(iN) durch N beschrlnkt. 
Folglich ist y(n) > N > aM(r(n)) fur alle n > N und (*) ist erftillt. 
Full 2. r(N) nM(t) # 0 fur unendlich viele t E K Da ME Q gibt es 
nach (2.3) ein X E [D mit ME J,(X), wobei jetzt m # 0 die Stufe von M ist. 
Weil iiTi = c),,, M(t) und {r(O),..., r(m - l)} endlich ist, gibt es nach der 
Voraussetzung von Fall 2 such unendlich viele t E N und zugehorige t’ > m 
mit r(t’) EM(t). Aus (2.5)(b) und (2.6) folgt damit X’(t) =p”-‘(r(t’)) E 
D m- 1. Also ist X n D,,,_ 1 unendlich und wegen (2.1)(d) dann X = D,- 1. 
Urn (*) nachzuweisen sei n > N= m. Falls r(n) @ m ist uM(r(n)) = 0 und (*) 
trivialerweise erfiillt. Falls r(n) E A = lJ,,, M(t), existiert t E N mit r(n) E 
M(t). Nach Definition von uM gilt dann a,(r(n)) = t und aus X = D, _, folgt 
mit (2.5)(b), dalj pm-’ (r(n)) =X’(t) = D,-,(t). Nach Wahl von k,_,,, gilt 
dann t = k,-,,,. Also ist y(rt) > k+,,, = t = aM(r(n)) fur alle n > N und (*) 
ist such in diesem Fall erfiillt. 
Wir definieren nun 
x(i) = 1 0 wenn i G r(iN ) YW wenn i = r(n) fiir ein n E N 
und behaupten x E Zlv. 
Falls x E v, gibt es ein q E n\l und endlich viele verallgemeinerte Indizes 
Mj E s\r fiir j = I,..., k so, da13 
(**I 40 < 4 2 aMj (0 
( ) 
fur alle i E I. 
j=l 
Wir wihlen NE n\l mit N > q . k und y(n) > a,,(r(n)) fur alle n > N und j = 
1 ,..., k gemal (*). Dann gilt fur alle IZ > N, da13 
x(r(n)) = y(n)’ > N - y(n) > q . k . y(n) > q . (iI G,) (r(n)> 
was (**) im Falle i = r(n) widerspricht. Also ist (5.4) bewiesen. 
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SATZ 5.5. FCr jede unendliche Menge I ist W(Z) eine schlanke Gruppe. 
Beweis. Da W(I) E W(I)* = V, beweisen wir die Schlankheit von W*. 
Weil w* minorantenabgeschlossen ist,folgt mit (5.3) aus der Annahme, dab 
V nicht schlank ist, die Existenz einer injektiven Abbildung r: N + I mit 
r*(Z”) E w*, vgl. (5.2). Falls X= r(N), folgt aus (5.4) die Existenz von 




falls r(n) E X 
sonst 
fur alle n E N, 
so ist z E Z” und T*(Z) =x & V, was r*(ZN) s w* widerspricht. Also ist 
(5.5) bewiesen. 
FOLGERUNG 5.6. Ist 9.J eine Menge schlanker Gruppen, so gibt es eine 
schlanke Gruppe, die nicht in %8 liegt. 
Beweis. Anwendung von (5.5) und (4.8) fur eine Menge I mit 1 GI < III 
fiir alle GE 9JI. Man wlhle etwa I= UCElll lP(G), wobei lP(G) die 
Potenzmenge von G ist. 
LITERATURVERZEICHNIS 
1. S. U. CHASE, On direct sums and products of modules, Pacific J. Math. 12 (1962), 
847-854. 
2. L. FUCHS, “Infinite Abelian Groups,” Vol. I, Academic Press, New York, 1970. 
3. L. FUCHS, “Infinite Abelian Groups,” Vol. II, Academic Press, New York, 1973. 
4. L. FUCHS, Note on certain subgroups of products of infinite cyclic groups, Comment. 
Math. Univ. St. Paul 19 (1970), 51-54. 
5. R. G~BEL, On stout and slender groups, J. Algebra 53 (1975), 39-55. 
6. R. G~BEL UND R. PRELLE, Solution of two problems on cotorsion abelian groups, Arch. 
Math. 31 (1978), 423-431. 
7. R. G~~BEL UND B. WALD, Wachtumstypen und schlanke Gruppen, Sympqsia Math. 23 
(1979), 201-239. 
8. P. A. GRIFFITH, “Infinite Abelian Group Theory,” Univ. of Chicago Press, 
Chicago/London, 1970. 
9. R. J. NUNKE, Slender groups, Acta Sci. Math. (Sreged.) 23 (1962), 67-73. 
10. D. J. S. ROBINSON, Finiteness conditions and generalized soluble groups, in “Ergebnisse 
der Mathematik,” Vol. 62, Springer, Berlin, 1972. 
11. E. SPECKER, Additive Gruppen von Folgen gamer Zahlen, Portugal. Math. 9 (1950) 
13 l-140. 
12. B. WALD, A note on slender groups, Arch. Math. 31 (1978), 432-434. 
